
第1章 动态信号特性分析 
                                   

在动态测试中，我们会遇到大量的信号或数据需记录和分析，这些动态信号或数据

就是激励与响应的测量结果。所有动态信号或数据可分为两大类，即确定性与非确定性，

非确定性信号也称为随机信号。 
所谓确定性信号，是可用明确的数学方程精确地描述一个物理现象的动态过程。它

包括周期信号和非周期信号。确定性动态信号无论在时域或频域都有自身的特点。 
 

1.1 确定性动态信号的时域和频域特性 
 

1.1.1 周期信号 
 

周期信号又可按其复杂程度分为最简单的正弦信号和一般的周期信号。 
例如，单自由度无阻尼振动系统的自由振动位移就是典型的正弦信号，可用下列时

变函数表示 

)2sin()( 0 θπ += tfXtx                                                (1.1) 

式中， 为振动位移振幅，单位是m；fX 0为频率，单位时间内重复出现的循环数，单位

是Hz ；θ 为相对于时间原点的初始相角，单位是弧度； 为振动位移在时间t瞬时的

值，单位是m。方程(1.1)描述的随时间变化的记录曲线，即时间历程，常称正弦波。实

践中分析正弦信号时，常忽略相角

)(tx

θ ，有 

tfXtx 02sin)( π=                            (1.2) 

方程(1.2)可画成时间历程图或振幅频率图－频谱，见图 1-1。 
 
 
  
 
   

图 1-1 

正弦信号完成一个循环所需时间，称为周期 。如上述，单位时间内出现的循环数

称为频率f

pT

0，两者的关系是 

0

1
f

Tp =                                  (1.3) 
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注意到，图 1.1 的频谱仅由一个具体频率f0上的振幅 构成。这样的频谱称为离散谱或

线谱。从分析的观点来看，正弦信号是时变数据的最简形式。 
X

 
一般的周期信号是经过一定的时间间隔重复出现的信号，能用周期性的时变函数表

示 

L,3,2,1),()( =±= nnTtxtx p                    (1.4) 

在时域中，这一函数的最简单形式可表现为周期是 的正弦波（称基波）的整数倍的波

形（称谐波）。显然， 为一般的周期信号的周期。 

pT

pnTT =

在实践中，除少数例外，一般的周期信号都可按下列公式展开为 Fourier 级数 
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它们还可表达为另一种 Fourier 级数形式 
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图 1-2 

 2



式(1.6)表明周期信号由一个静态分量 和无限个称为谐波的简谐（正弦或余弦）分量组

成，这些谐波分量的振幅为 ，相位为

0X

nX nθ ，频率是基频 的 整数倍。 1f n

实践中，谐波分量的相角常被忽略。式(1.6)可用图 1-2 中的离散谱表征。周期信号有时

只包含几个分量，有时基波振幅也可为 0。例如，一个周期时间历程由 3 个正弦波叠加

而成，各正弦波的频率分别为 60Hz、75Hz 和 100Hz。它们的最大公约数是 5，故基频为

5Hz。展成 Fourier 级数时，除 15,12 == nn 和 20=n 以外，其他所有的 值为 0。 nX

 

1.1.2 非周期信号 

非周期信号有 2 种： 2 个或多个独立的周期信号混合作用时，但无公共的整数倍周

期，也称准周期信号；能用时变函数描述，但无周期特征，如描述冲击或爆裂过程的信

号等，也称瞬变信号。 
准周期信号依然能用频域中的离散谱表征，与周期信号的差别在于各分量的频率不

再是有理数关系。而瞬变信号不能用离散谱表征。在大多数情况下，瞬变信号可用 Fourier
积分表示成连续谱 

∫
∞

∞−
−= dtetxfX ftj π2)()(                   (1.8) 

Fourier 谱 一般是复数，它可表示成 )( fX

)()()( fjefXfX θ−=  

其中 )( fX 是 的模，)( fX )( fθ 是幅角。图 1-3(b)表示图 1-3(a)中 3 个瞬变时间历程的

Fourier 谱。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                  （a）                              (b) 

图 1-3 
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1.2 随机信号的统计特性 
 

随机动态信号是指一类信号数据不能用精确的数学关系式描述，因为这种信号的每

次观察都不一样。任何一次观察只代表许多可能的结果之一。这些信号在性质上是随机

的，只能用概率术语和统计平均来描述。 
 

1.2.1 随机过程 

 

图 样本函数和随机过程 
描述随机信号的单个时间历程，称为样本函数或样本记录。表示随机信号的全部样

本函数的集合，称为随机过程。随机过程可分为平稳和非平稳两类。平稳随机过程又可

进一步分为各态历经和非各态历经两类。 
随机过程在任何时刻的特性可用其样本函数集合（也称总体）的平均值描述。随机

过程在某一时刻 的均值（一阶矩）可将总体中各样本函数在 的瞬时值相加，然后除

以样本函数的个数而得到。随机过程两不同时刻之值的相关性（两阶矩，也称自相关函

数），可用 和

1t 1t

1t τ+1t 两时刻瞬时值乘积的总体平均值得到。若用{ })(tx 记样本函数的总体，

于是随机过程{ 的均值} 1x)(tx )(tμ 和自相关函数 ),( 11 τ+ttRx 分别为 

∑
=∞→

=
N

k
kNx tx

N
t

1
11 )(1lim)(μ                         (1.9) 

∑
=∞→

+=+
N

k
kkNx txtx

N
ttR

1
1111 )()(1lim),( ττ                              (1.10) 

这里，各样本函数具有等可能性。 

一般情况下，均值 )( 1txμ 和自相关函数 ),( 11 τ+ttRx 都随 的改变而变化，此时随机

过程 称为非平稳过程。若两者不随 变化，则称随机过程

1t

{ )(tx } 1t { })(tx 是弱平稳的，或广

义上称平稳随机过程。故平稳随机过程的均值是常数，其自相关函数仅与时间位移τ 有
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关。即 

                     xx t μμ =)( 1                 ( 1 . 11 ) 

              )(),( 11 ττ xx RttR =+                                   (1.12) 

若由平稳随机过程的任何单个样本的时间平均求得的均值和自相关函数等都等于由

全体样本的系集平均求得的相应值，则该平稳过程称为各态历经过程。这样，各态历经

随机过程的均值、自相关函数等所有特性均可用单个样本函数的时间平均来描述。实践

中表示平稳随机过程的随机信号，一般都是各态历经的。因此在大多数情况下，都可用

单个观察到的时间历程记录来计算平稳随机信号的特性。 
 

1.2.2 均方值、均值与方差 
 

假定随机信号是平稳的和各态历经的，从而可用单个样本记录的时间平均来研究它

的特性。随机信号的一般强度（平均功率或能量的概念）可用其均方值 描述 2
xψ

                 ∫∞→
=

T

Tx dttx
T 0

22 )(1limψ                                   (1.13) 

均方值的正平方根称为均方根值。 
人们常把随机信号写成静态分量（不随时间变化的分量）和动态分量（波动分量）

之和。静态分量可用均值来描述 

∫∞→
=

T

Tx dttx
T 0

)(1limμ                                (1.14) 

动态分量可用方差描述，方差是关于均值的均方值，即 

∫ −=
∞→

T
xTx dttx

T 0
22 ])([1lim μσ                (1.15) 

方差的正平方根称为标准差。展开式(1.15)可知方差等于均方值减去均值的平方 

222
xxx μψσ −=                            (1.16) 

 

1.2.3 概率密度函数 
 

研究随机信号的概率密度函数是为了表示瞬时数据落在某指定幅值范围内的概率。

考虑图 1-4 所示的样本时间历程记录 。 值落在)(tx )(tx x 和 )( xx Δ+ 范围内的概率可取

/xT T 之比得到。T 是在观察时间x T 内， 落在)(tx ),( xxx Δ+ 范围内的总时间。 
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图 1-4 

T
T

xxtxxob x

T ∞→
=+≤< lim])([Pr Δ                       

(1.17) 

于是，可定义概率密度函数  )(xp

]lim[1lim])([Prlim)(
00 T

T
xx

xxtxxobxp x

Txx ∞→→→
=

+≤<
=

ΔΔ
Δ

ΔΔ
              (1.18) 

显然， 恒为实值非负函数。 )(xp

瞬时值 小于或等于某值)(tx x的概率定义为概率分布函数或累积概率分布函数  )(xP

                               (1.19) ∫ ∞−
=≤=

x
dpxtxobxP ξξ )(])([Pr)(

 
图 概率分布函数 

 
用概率密度函数表示随机信号的均值和均方值 

∫
∞

∞−
= dxxxpx )(μ                            (1.20) 

dxxpxx )(22 ∫
∞

∞−
=ψ                                           (1.21) 
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1.2.4 自相关函数 
 

随机信号的自相关函数是描述一个时刻的瞬时值与另一个时刻的瞬时值之间的依赖

关系。根据上述的平稳和各态历经的假定，可写成 

∫ +=
∞→

T

Tx dttxtx
T

R
0

)()(1lim)( ττ                     (1.22) 

可证明 )(τxR 为实值偶函数，且在 0=τ 时有最大值，即 

)()( ττ xx RR =−                       (1.23) 

222)(max)0(,)()0( xxxxxxx RRRR μσϕττ +===≥                    (1.24) 

注意到，确定性周期函数的自相关函数也是周期函数，且周期相同。 
 

1.2.5 自功率谱密度函数 
 

任何信号还可作频域分析。频域分析是研究信号的频率结构，即发现信号含有哪些

频率分量，这些分量的大小、强弱如何。人们通过使用随机信号的均方值的谱密度描述

信号在频域中的频率结构，将它称为随机信号的功率谱密度或自功率谱密度，该值反映

信号的能量在各个频率上的分布，是随机过程的最重要的特征参数之一。对于平稳随机

过程，可证明功率谱密度与自相关函数是一对 Fourier 变换 

∫ ∫
∞

∞−

∞− ==
0

2 2cos)(4)(2)( ττπτττ τπ dfRdeRfG x
fj

xx                    (1.25) 

上面第 2 个等式的出现，是因 )(τxR 是τ 的偶函数。随机信号 的均方值为 )(tx

∫
∞

=
0

2 )( dffGxxψ                     (1.26) 

可见，均方值等于功率谱密度函数曲线下的总面积。注意到自功率谱密度或简称自谱是

单边谱，恒为实函数。 
 

1.3 随机信号的联合特性 
 

1.2 所讨论的是单个随机信号的统计特性。但实际中还常希望描述来自两个或几个随

机信号的共同统计特性或联合特性。 
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1.3.1 联合概率密度函数 
 

两个随机信号的样本记录的联合概率密度函数，代表两个样本记录在某瞬间同时落

在某对指定幅值范围内的概率。考察图 1-5 所示的一对时间历程记录 和 。计算

值落在

)(tx )(ty

)(tx ),( xxx Δ+ 范围内而 值同时落在)(ty ),( yyy Δ+ 范围内的概率。注意到 是在

考察时间

yxT ,

T 内， 和 同时分别落在)(tx )(ty ),( xxx Δ+ 和 ),( yyy Δ+ 中的总时间。于是，联

合概率密度函数为 

]lim[1lim])(,)([Pr1lim),( ,

0
0

0
0 T

T
yx

yytyyxxtxxob
yx

yxp yx

T
y
x

y
x ∞→

→
→

→
→

=+≤<+≤<=
ΔΔ

ΔΔ
ΔΔ

Δ
Δ

Δ
Δ

 (1.27) 

 
图 1-5 

联合概率分布函数为 

∫ ∫∞− ∞−
=≤≤=

x y
ddpytyxtxobyxP ηξηξ ),(])(,)([Pr),(                (1.28) 

若所研究的两个随机信号是统计独立的，则，联合概率密度函数为 

)()(),( ypxpyxp =                      (1.29) 

1.3.2 互相关函数 
 

两个随机信号 和 的互相关函数)(tx )(ty )(τxyR 是表示信号 在 时刻的瞬时值与

信号 在

)(tx t

)(ty )( τ+t 时刻的瞬时值之间的依赖关系。类似自相关函数的定义有 
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∫ +=
∞→

T

Txy dttytx
T

R
0

)()(1lim)( ττ                   (1.30) 

)(τxyR 是可正可负的实值函数，它不一定在 0=τ 取最大值，也不是偶函数。但有 

)()( ττ yxxy RR =−                         (1.31) 

且有 

)0()0()(
2

yxxy RRR ≤τ                                             (1.32) 

)]0()0([
2
1)( yxxy RRR +≤τ                                        (1.33) 

当 0)( =τxyR 时，称 和 是不相关。一般有  )(tx )(ty

yxyxyxxyyxyx RR σσμμττσσμμ +≤≤− )(),(              (1.34) 

通常有 )()( ±∞←→±∞ yxyxxy RR μμ 。 

 

1.3.3 互功率谱密度函数 
 

一对随机信号 和 的时间历程记录的互功率谱密度函数或简称互谱密度是互

相关函数的 Fourier 变换 

)(tx )(ty

∫
∞

∞−
−= ττ τπ deRfG fj

xyxy
2)(2)(  

因互相关函数不是τ 的偶函数，故互谱密度函数有如下的复形式 

)()()( fjQfCfG xyxyxy −=                     (1.35) 

其中实部 称为共谱密度函数，虚部 称为正交谱密度函数。 与

互为共轭复函数。 

)( fCxy )( fQxy )( fGxy )( fGyx

 
互谱密度函数与自谱密度函数有下列关系式 

)()()(
2

fGfGfG yxxy ≤                      (1.36) 

互谱密度函数用到具体问题中时，常采用下式 

1
)()(

)(
)(

2

2 ≤=
fGfG

fG
f

yx

xy
xyγ                         (1.37) 
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)(2 fxyγ 称为相干函数或凝聚函数。若在某具体频率上，相干函数为０，则称两个信号在

此频率上不相干，这是不相关的另一种说法。若两个信号统计独立，则对所有频率，相

干函数为 0；反之，对所有频率，相干函数为 1，则称两信号是完全相干的。互谱密度函

数应用起来常写成极坐标形式 
)()()( fj

xyxy
xyefGfG θ−=                 (1.38) 

 

1.4 传递函数和频率响应函数 
 

通常动态系统被假设为常系数线性系统，且为稳定的。若 是某系统对单位脉冲

力

)(th

)(tδ 的位移响应函数，（注意到，当 0<t 时， 0)( =th ）则对任意确定性输入 ，系

统的确定性输出 可由卷积积分表示 

)(tx

)(ty

∫
∞

−=
0

)()()( τττ dtxhty                      (1.39) 

当输入有界， 绝对可积，则输出也是有界的，从而系统是稳定的。 )(th

常系数线性系统的动态特性可用传递函数 来表征， 定义为 的 Laplace

变换 

)( pH )( pH )(th

∫
∞ − +==
0

,)()( jbapdtethpH pt                (1.40) 

另一方面，系统的动态特性也可由系统的频率响应函数 来描述，这里 定

义为 的 Fourier 变换（再次注意到，当

)( fH )( fH

)(th 0<t 时， 0)( =th ） 

∫∫
∞ −∞

∞−
− ==

0
22 )()()( dtethdtethfH ftjftj ππ               (1.41) 

频率响应函数是传递函数的一种特例，即 jbap += 中，令 fba π2,0 == 。对于物理上可

实现和稳定的系统，频率响应函数代替传递函数，不会失去有用的信息。 

对式(1.39)两边取 Fourier 变换，若 是 的 Fourier 变换， 是 的 Fourier

变换，则有重要的关系式 

)( fX )(tx )( fY )(ty

)()()( fXfHfY =                     (1.42) 
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由此关系式可看出，频率响应函数实际上就是系统的输出与输入信号的频域函数复数比，

而传递函数是系统的输出与输入信号的 p 域函数复数比。 
频率响应函数一般是复数，用模和相角表示较方便，即采用复数极坐标表示 

)()()( fjefHfH φ−=                (1.43) 

其中，模 )( fH 称为系统增益因子，相角 )( fφ 称为系统相位因子。有了这两个因子，系

统的频率响应函数具有如下的物理意义：若系统的输入是频率为 的正弦波，则它产生

的输出也是一个相同频率的正弦波。输出振幅与输入振幅之比等于系统增益因子，输出

与输入的相位差等于系统相位因子。 

f

当系统的输入与输出为随机信号时，情况就有所不同了。若系统的输入 是平稳

随机信号的话，则系统的输出 也将是一个平稳随机信号。可证明两者的自功率谱密

度 和 有如下重要的关系式 

)(tx

)(ty

)( fGx )( fGy

)()()()()()( *2 fGfHfHfGfHfG xxy ==                        (1.44) 

其中 是 的共轭复数。 )(* fH )( fH

而两者的互谱密度函数与输入的自谱密度有下列关系 

)()()( fGfHfG xxy =                   (1.45) 

由式(1.44)和(1.45)得到                     (1.46) )()()( * fGfHfG xyy =

以上的关系式，对于我们今后在模态参数识别中，识别系统的频率响应函数的幅频

和相频信息，有很大的帮助。 
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